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hoher Implementierungsaufwand
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mapReverse’ h (a: as) I’ = map h (reverse’ (a:as) I')
mapReverse’ h [] I'=map h I

mapReverse’ h (a: as) I’ = map h (reverse’ as (a: /"))



Populire Strategie: Deforestation [Wadler 1990]

Funktioniert zum Beispiel fiir filter p (map h /), nach geeigneter
Anpassung fiir higher-order.

Aber bringt keine Verbesserung zum Beispiel fiir map h (reverse /)
mit effizientem reverse:
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mapReverse’ h [] I'=map h I
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Populire Strategie: Deforestation [Wadler 1990]

Funktioniert zum Beispiel fiir filter p (map h /), nach geeigneter
Anpassung fiir higher-order.

Aber bringt keine Verbesserung zum Beispiel fiir map h (reverse /)
mit effizientem reverse:
mapReverse :: (a — b) — [a] — [b]
mapReverse h | = map h (reverse /)
mapReverse h | =map h (reverse’ | [])
— mapReverse h | = mapReverse’ h /]

mapReverse’ :: (a — b) — [a] — [a] — [b]
mapReverse’ h | I' = map h (reverse’ | /')

mapReverse’ h [] I" = map h (reverse’ [] I)
mapReverse’ h (a: as) I’ = map h (reverse’ (a:as) I')
— mapReverse’ h [] I'=map h I

mapReverse’ h (a: as) I’ = map h (reverse’ as (a: /"))
— mapReverse’ h (a: as) ' = mapReverse’ has (a: /')



Weniger Syntax — Mehr Struktur

Man konnte es ja auch mal mit foldr-fusion versuchen:
h (foldr f k) = foldr g (h k)

sofern fiir alle x und y,

h(fxy) = gx(hy)
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Weniger Syntax — Mehr Struktur

Man konnte es ja auch mal mit foldr-fusion versuchen:
h (foldr f k) = foldr g (h k)

sofern fiir alle x und y,

h(fxy) = gx(hy)

Also, umformulieren:

map h | = foldr (Ax ys — (h x) :ys) [] ]

Folglich:
filter p (map h /) = foldr g (filter p[])/
sofern fiir alle x und ys,

filter p ((h x):ys) = g x (filter p ys)



Weniger Syntax — Mehr Struktur
Die Bedingung
filter p ((h x):ys) = g x (filter p ys)

|asst sich weiter analysieren:
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Die Bedingung
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filter p ((h x) : ys)

g x (filter p ys)
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filter p ((h x) : ys)
= lety=hxin (if pythen y: (filter p ys) else filter p ys)
g x (filter p ys)



Weniger Syntax — Mehr Struktur
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= g x (filter p ys)

bei Wahl von

gxys = lety=~hxin (if pytheny: ys else ys')



Weniger Syntax — Mehr Struktur
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Weniger Syntax — Mehr Struktur
Die Bedingung
filter p ((h x):ys) = g x (filter p ys)
|asst sich weiter analysieren:

filter p ((h x) : ys)
= lety=hxin (if pythen y: (filter p ys) else filter p ys)
= g x (filter p ys)

bei Wahl von
gxys = lety=~hxin (if pytheny: ys else ys')
Folglich, mit genau diesem g:
filter p (map h /) = foldr g []/

Wenig iiberraschend (7) entspricht dieses foldr g [] in etwa dem
schon zuvor hergeleiteten filterMap p h.



Problem: Zwischenergebnisse
Ein Beispiel:

filter ((== 1) o (‘mod' 3)) (map ("2) [1..5])

filter ((==1)o(‘mod' 3)) (1: (map ("2) [2..5]))

1: (filter ((==1)o (‘mod' 3)) (map ("2) [2..5]))
(filter ((== 1) o (‘mod’ 3)) (4 : (map ("2) [3..5])))

14 (filter ((==1) o (‘mod' 3)) (map ("2) [3..5]))

14 (filter ((==1)o(‘mod' 3)) (9: (map ("2) [4,5])))

14 (filter ((==1) o (‘mod' 3)) (map ("2) [4,5]))

14 (filter ((==1) o (‘mod' 3)) (16 : (map ("2) [5])))

:4:16: (filter ((== 1) o (‘'mod’ 3)) (map ("2) [5]))
4
4
4
4

~— N N
~— — — —

(
(
(ma
(

(¢]
(¢]

:4:16: (filter ((== 1) o (‘mod’ 3)) (25 : (map ("2) [])))
:4:16:25: (filter ((==1) o (‘mod' 3)) (map ("2) []))
:4:16:25: (filter ((==1)o(‘mod' 3)) [])
14:16:25:[]
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Short Cut Deforestation [Gill et al. 1993]

Schreibe Listenkonsumenten mittels foldr:

A\ /N
. X]_
/\ /\
foldr f k ( X2 \ ) — X2 \
Y
\ VA

Xn [ ] Xn k
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Schreibe Listenkonsumenten mittels foldr:

A\ A,
. X1
/\, /\
foldr f k ( X2 \ ) = X2 \
\ Lf
i (] VA

Schreibe Listenerzeuger mittels build:

build :: (V8. (a = B — B) = B — ) — [a]
build prod = prod (:) []



Short Cut Deforestation [Gill et al. 1993]

Schreibe Listenkonsumenten mittels foldr:

X1/ :\: xl/ \f
/\ /\
foldr f k ( X2 \ ) = X2 \
1] N

Schreibe Listenerzeuger mittels build:

build :: (VB. (a = B — B) — B — B) — [d]
build prod = prod (:) []



Short Cut Deforestation [Gill et al. 1993]

Jedes derart polymorphe prod muss einer Funktion der folgenden

Form entsprechen, fiir feste n > 0 und xy, ..., x,:
f
/\
X1 f
/\
prod = Mk— X2
o\
/\
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Short Cut Deforestation [Gill et al. 1993]

Jedes derart polymorphe prod muss einer Funktion der folgenden

Form entsprechen, fiir feste n > 0 und xy, ..., x,:
f
/\
X1 f
/\
prod = Mk— X2
o\
/\
Xn  k

Zum Beispiel:
filter :: (w — Bool) — [a] — [a]
filter p/=build (\f k = let ' x y | p x =fxy
| otherwise =y
in foldr f' k /)

10



Short Cut Deforestation [Gill et al. 1993]

Benutze folgende Regel:
foldr f k (build prod) ~-» prod f k
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Short Cut Deforestation [Gill et al. 1993]

Benutze folgende Regel:
foldr f' k' (build prod) ~~ prod f' k'

Zur Rechtfertigung:

f
/\

X1 f
/\

foldr f k' (build (M k — X2

k

11



Short Cut Deforestation [Gill et al. 1993]

Benutze folgende Regel:
foldr f' k' (build prod) ~~ prod f' k'

Zur Rechtfertigung:

foldr ' k' ( x2 = )

11



Short Cut Deforestation [Gill et al. 1993]

Benutze folgende Regel:
foldr f' k' (build prod) ~~ prod f' k'

Zur Rechtfertigung:

11



Short Cut Deforestation [Gill et al. 1993]

Benutze folgende Regel:
foldr f' k' (build prod) ~~ prod f' k'

Zur Rechtfertigung:

Fiir den Compiler (GHC):
{—# RULES “foldr/build"
V(prod :: V3. (a« = B — B) — B — B) f k.
foldr f k (build prod) = prod f k #-)

11



Formaler Korrektheitsbeweis

Gegeben sei prod :: V5. (1 — 8 — ) = f — B.
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Formaler Korrektheitsbeweis

Gegeben sei prod :: V5. (1 — 8 — ) = f — B.
Dann:
(prod, prod) € VR. (id = R —-R) = (R —R)
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Formaler Korrektheitsbeweis

Gegeben sei prod :: V5. (1 — 8 — ) = f — B.
Dann:
(prod, prod) € VR. (id = R —-R) = (R —R)
& VR.V(A, k) € (idr - R — R). V(ki, k) € R.
(prod,, fi ki,prod., f ko) € R
wegen Definition von YR. F(R) und R — S
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Formaler Korrektheitsbeweis

Gegeben sei prod :: V5. (1 — 8 — ) = f — B.

Dann:

VR.V(f, k) € (id: = R — R). V(ki, ko) € R.
(prod,, fi ki,prod., f ko) € R
= ((1), k) € (id; — (foldr f ko) — (foldr £ ko))
A ([], k2) € (foldr £ ko)
= (prody;) (:) [, prod.. f2 ko) € (foldr £ ko)
durch Spezialisierung zu R = foldr f, ko, f = (:) und ky =[]

fiir jede mogliche Wahlvon 5 :: 7 — 7 — 7/ und ko :: 7/.

12



Formaler Korrektheitsbeweis

Gegeben sei prod :: V5. (1 — 8 — ) = f — B.

Dann:

((:), ) € (id; — (foldr f, kp) — (foldr f kp))
A ([], k2) € (foldr £ ko)
= (prody;) (:) [, prod.. f2 ko) € (foldr £ ko)
& foldr f ko (prodp (1) [1) = prod.. 2 ka
durch Vereinfachung

fiir jede mogliche Wahlvon 5 :: 7 — 7 — 7/ und kp :: 7/.

12



Formaler Korrektheitsbeweis
Gegeben sei prod :: V5. (1 — 8 — ) = f — B.

Dann:

foldr f ko (prodp (:) [1) = prod. 2 ko
< foldr f, ky (build prod) = prod. f; ko
per Definition von build

fiir jede mogliche Wahlvon f, :: 7 — 7/ — 7/ und ky :: 7.

12



Formaler Korrektheitsbeweis

Gegeben sei prod :: V5. (1 — 8 — ) = f — B.

Dann:

foldr fp kp (build prod) = prod. f ky

fiir jede mogliche Wahl von £, :: 7 — 7/ — 7/ und ky :: 7.

12



Anwendung am Beispiel

Funktionen mittels foldr und build schreiben:
filter :: (o — Bool) — [a] — [¢]
filter p/=build (\f k = let f' x y | p x =fxy
| otherwise =y
in foldr f' k)
map :: (a0 — B) = [o] =[]
map h | =build (Af k — foldr (Axy — f (hx)y) k)

13



Anwendung am Beispiel

Funktionen mittels foldr und build schreiben:
filter :: (o — Bool) — [a] — [¢]
filter p/=build (\f k = let f' x y | p x =fxy
| otherwise =y
in foldr f' k)

map :: (@ = B) = [a] = [A]
map h [ =build (M k — foldr (Ax y — f (hx) y) k)

Dann:
filter p (map h /)
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Anwendung am Beispiel

Funktionen mittels foldr und build schreiben:
filter :: (o — Bool) — [a] — [¢]
filter p/=build (\f k = let f' x y | p x =fxy
| otherwise =y
in foldr f' k)
map :: (a0 — B) = [o] =[]
map h | =build (Af k — foldr (Axy — f (hx)y) k)

Dann:
filter p (map h /)
= build (M k —
let f/ -..=...
in foldr ' k
(build (AMf k — foldr (Axy — f (hx) y) k1))
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Anwendung am Beispiel

Funktionen mittels foldr und build schreiben:
filter :: (o — Bool) — [a] — [¢]
filter p/=build (\f k = let f' x y | p x =fxy
| otherwise =y
in foldr f' k)
map :: (a0 — B) = [o] =[]
map h | =build (Af k — foldr (Axy — f (hx)y) k)

Dann:
filter p (map h /)
= build (M k —
let f/ -..=...
in foldr ' k
(build (AMf k — foldr (Axy — f (hx) y) k1))
= build (M k —
let f/ -..=...
in foldr (Axy — ' (hx)y) k)

13



Bisher

... (und Verweise auf Skript)

Einfiihrung und Haskell (Abschnitte 1, 2, 2.1 und halb 2.2)
Gleichungsbasiertes SchlieBen und Induktion (Abschnitt 2.3)
Freie Theoreme intuitiv (Abschnitt 3.1)

Freie Theoreme formal (Abschnitt 8.2)

Beweisprinzip fiir polymorphe Funktionen auf Listen
Optimierung durch syntaktisches Umformen

Short Cut Deforestation (Abschnitt 3.2)
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Hilft foldr/build denn immer?

Mal ein anderes Beispiel:

fromTo :: (Ord o, Enum ) = a — a — [q]
fromTonm=gon
where go i = if i > m then []
else i:(go (succ i))

Bl

[]
(a,b) : (zip as bs)

Q

zip = [o] = [B] = [(
zip [] []
zip (a: as) (b: bs)

15



Hilft foldr/build denn immer?

Mal ein anderes Beispiel:

fromTo :: (Ord o, Enum ) = a — a — [q]
fromTonm=gon
where go i = if i > m then []
else i:(go (succ i))

zip = [a] = [B] = [(e, )]
zip [] [] =1
zip (a: as) (b: bs) = (a,b) : (zip as bs)

Und dann ein Ausdruck mit zwei Zwischenergebnissen:

zip (fromTo 1 10) (fromTo ‘a" ’j’)
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Hilft foldr/build denn immer?

Mal ein anderes Beispiel:

fromTo :: (Ord o, Enum ) = a — a — [q]
fromTonm=gon
where go i = if i > m then []
else i:(go (succ i))

zip : [a] = [B] = [(«a, B)]

zip [] [] =1
zip (a: as) (b: bs) = (a,b) : (zip as bs)

Und dann ein Ausdruck mit zwei Zwischenergebnissen:
zip (fromTo 1 10) (fromTo 'a’ ’j)

Was nun?

15



